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Abstract : We study the relationship of backcrossing algebras with mutation algebras and algebras
satisfying ω-polynomial identities : we show that in a backcrossing algebra every element of weight 1
generates a mutation algebra and that for any polynomial identity f there is a backcrossing algebra
satisfying f . We give a criterion for the existence of idempotent in the case of baric algebras satisfying
a nonhomogeneous polynomial identity and containing a backcrossing subalgebra. We give numerous
genetic interpretations of the algebraic results.
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1. Introduction
Dans ce qui suit K est un corps commutatif de caracte´ristique diffe´rente de 2 et (A,ω) est une
K-alge`bre commutative ponde´re´e, c’est-a`-dire qu’il existe un morphisme d’alge`bres non nul ω :
A→ K. Pour x ∈ A, le scalaire ω (x) est appele´ le poids de x, on note Hω = {x ∈ A : ω (x) = 1}
l’hyperplan affine des e´le´ments de A qui sont de poids 1.
Soit K 〈X〉 (resp. K [X]) la K-alge`bre libre commutative non-associative (resp. associative)
des polynoˆmes d’inde´termine´e X.
E´tant donne´s (A,ω) une K-alge`bre ponde´re´e et f =
∑m
i=1 fi un polynoˆme de K 〈X〉 ou`
fi ∈ K 〈X〉 tels que degfi ≥ degfi−1, on dit que f est homoge`ne si degfi = degf pour tout
1 ≤ i ≤ m, sinon f est dit non homoge`ne. Et on dit que l’alge`bre A ve´rifie l’identite´ f si on a∑m
i=1 ω (x)
deg f− deg fi fi (x) = 0 pour tout x ∈ A. Dans le cas ou` cardK > degf , l’alge`bre A
ve´rifie l’identite´ f ∈ K 〈X〉 si et seulement si on a f (y) = 0 pour tout y ∈ Hω. Une alge`bre
ve´rifiant une identite´ f ∈ K 〈X〉 est dite ω-polynomiale.
De´finition 1. Une K-alge`bre ponde´re´e est de re´trocroisement si elle ve´rifie l’identite´ X2X2 −
2X3 +X2 et ne ve´rifie pas d’identite´ de degre´ < 4.
Interpre´tation ge´ne´tique. Le nom de cette alge`bre provient de son interpre´tation ge´ne´tique.
Dans une population, la loi de transmission d’un type ge´ne´tique s’interpre`te alge´briquement par
la donne´e d’une alge`bre non associative ponde´re´e A ([3], [14]). Dans cette alge`bre, a` tout e´le´ment
x de poids 1, correspond une structure ge´ne´tique de la population, c’est-a`-dire une distribution
de fre´quences. De plus si x est la structure ge´ne´tique de la ge´ne´ration parentale P , alors le calcul
de x2 et x2x2 fournit les structures ge´ne´tiques respectivement de la premie`re et de la seconde
ge´ne´ration issues de P , note´es F1 et F2 (cf. [14], p. 7). De manie`re analogue le calcul de x
3
1
2fournit la structure ge´ne´tique de la population issue du croisement des ge´ne´rations P et F1,
appele´ le re´trocroisement (ou “backcrossing”). Compte tenu de ce qui pre´ce`de, la relation
x3 =
1
2
(
x2x2 + x2
)
signifie que la structure ge´ne´tique de la population issue du re´trocroisement est la moyenne
arithme´tique des distributions ge´ne´tiques des ge´ne´rations F1 et F2.
Comme on l’a remarque´ dans [10], cette alge`bre est ubiquiste, elle apparaˆıt dans plusieurs
situations :
– comme identite´ ve´rifie´e par toute alge`bre de mutation ([6], remarque 2.8) ;
– en tant qu’alge`bre commune aux deux familles issues de l’e´tudes des alge`bres ω-monomiales
de monoˆme directeur x2x2 ([5], remarque 3.6) ;
– comme identite´ invariante universelle par game´tisation des relations de monoˆme directeur
x2x2 ([9], prop. 22) ;
– comme relation assurant l’existence d’un idempotent dans les train alge`bres ple´nie`res de
rang 4 ([2]) et de rang n ([1]) ;
– comme crite`re intervenant dans la partition de la classe des alge`bres qui ve´rifient l’identite´
X2X2 −X4 − αX3 − βX2 + (α+ β)X ([11, 12]).
Proposition 2. La ponde´ration d’une alge`bre de re´trocroisement est unique.
De´monstration. Soient (A,ω) une alge`bre de re´trocroisement et η une ponde´ration de A. Alors
pour tout x ∈ A, en appliquant η a`
(
x2 − ω (x)x
)2
= 0 on a η (x) (η (x)− ω (x)) = 0, il en
re´sulte que Hη ⊂ Hω et kerω ⊂ ker η. Soient e ∈ Hη et z ∈ ker η on a e + z ∈ Hη d’ou`
ω (e) = 1 et ω (e+ z) = 1, on en de´duit que z ∈ kerω et donc ker η ⊂ kerω. Soit x ∈ Hω, on a
x2 − x ∈ kerω = ker η d’ou` η (x) (η (x)− 1) = 0 on a η (x) 6= 0 car x /∈ kerω, par conse´quent
x ∈ Hη et donc Hω = Hη. Il re´sulte de tout ceci que η = ω. 
2. Alge`bres de re´trocroisement et alge`bres de mutation
Les alge`bres de mutation et de re´trocroisement sont tre`s lie´es. En effet, d’apre`s [6] (re-
marque 2.8) toute alge`bre de mutation est de re´trocroisement. On va voir que toute alge`bre
de re´trocroisement contient des alge`bres de mutation.
On fera appel plusieurs fois au lemme suivant.
Lemme 3. Soit (A,ω) une alge`bre de re´trocroisement, pour x ∈ Hω et tout k ≥ 1 on pose
pk = x
k − xk−1 ou` par convention x0 = 0. La famille (pk)k≥1 est une famille ge´ne´ratrice de
K 〈x〉 telle que p21 = p1 + p2, p1pi = pi+1 et pipj = 0 pour tout i, j ≥ 2.
De´monstration. Soient (A,ω) une alge`bre de re´trocroisement et x ∈ Hω. La famille (pk)k≥1 est
ge´ne´ratrice de K 〈x〉, car pour tout k ≥ 1 on a xk =
∑k
i=1 pi. Montrons que l’espace engendre´
par la famille (pk)k≥1 est une sous-alge`bre de A. Il est clair que p
2
1 = p1 + p2, p1pi = pk+1 pour
i ≥ 2. Montrons par re´currence sur l’entier r ≥ 4, que l’on a pipj = 0 pour tout i, j ≥ 2 tels que
i+ j = r.
Ce re´sultat est vrai pour r = 4 car l’identite´ de re´trocroisement se traduit par p22 = 0.
Supposons que pipj = 0, pour tout i, j ≥ 2 tels que 4 ≤ i+ j ≤ r. Par line´arisation de l’identite´(
x2 − ω (x)x
)2
= 0 on obtient la relation :
(1) R (x, y, z, t) : G (x, y)G (z, t) +G (x, z)G (y, t) +G (x, t)G (y, z) = 0
3ou` x, y, z, t ∈ A et G (a, b) = 2ab− ω (a) b− ω (b) a.
Alors la relation R (p1, p1, pk−1, pr−k) ou` 2 ≤ k ≤ r − 1 s’e´crit
4p2 (pk−1pr−k) + 2 (2pk − pk−1) (2pr−k+1 − pr−k) = 0
ce qui se simplifie avec l’hypothe`se de re´currence en pkpr−k+1 = 0. 
On rappelle qu’une alge`bre de mutation [6] est la donne´e d’un triplet (V,M, η) ou` V est un
K-espace vectoriel, M un endomorphisme de V et η une forme line´aire non nulle sur V tels que
η ◦M = η et V muni de la structure d’alge`bre xy = 12 [η (y)M((x) + η (x)M (y)]. On en de´duit
sans peine que η est une ponde´ration et que M 6= 0.
Interpre´tation ge´ne´tique. Les alge`bres de mutation apparaˆıssent dans [4], on a montre´
dans [7] qu’elles mode`lisent des populations subdivise´es en plusieurs colonies entre lesquelles ont
lieu des migrations dont les taux de´pendent des types ge´ne´tiques et a` l’inte´rieur desquelles se
produisent des mutations ge´ne´tiques avec des taux qui de´pendent des colonies.
The´ore`me 4. Dans une alge`bre de re´trocroisement (A,ω), tout e´le´ment de poids 1 engendre
une alge`bre de mutation ponde´re´e par ω.
De´monstration. Soient (A,ω) une alge`bre de re´trocroisement et x ∈ Hω. D’apre`s le lemme 3,
le sous-espace engendre´ par {pk}k≥2 ou` pk = x
k − xk−1 est un ide´al nilpotent d’indice 2 de
la la sous-alge`bre K 〈x〉 engendre´e par x, donc d’apre`s [6], K 〈x〉 est de mutation. De plus la
structure d’alge`bre de mutation de K 〈x〉 est (K 〈x〉 ,M, ω) ou` ω est la ponde´ration de A et M
l’endomorphisme de K 〈x〉 de´fini selon la dimension de K 〈x〉 par M (p1) = p2 + p1, M (pk) =
2pk+1 pour k ≥ 2 si K 〈x〉 est de dimension infinie et M (pk) = 2pk+1 pour 2 ≤ k ≤ n − 1,
M (pn) = 2
∑n
i=2 αipi si K 〈x〉 est de dimension finie n. 
Dans une alge`bre commutative A on de´finit usuellement deux types de puissances pour un
e´le´ment x ∈ A : les puissances principales de´finies par x1 = x et xk+1 = xxk et les puissances
ple´nie`res de´finies par x[1] = x et x[k+1] = x[k]x[k] pour tout entier k ≥ 1. Dans les alge`bres de
re´trocroisement il existe des relations entre ces puissances.
Corollaire 5. Dans une alge`bre de re´trocroisement (A,ω), pour tout x ∈ Hω et tout entier
k ≥ 1 on a :
xk+1 =
1
2k−1
x[k+1] +
k−1∑
i=1
1
2i
x[i+1] et x[k+1] = 2k−1xk+1 −
k∑
i=2
2i−2xi.
De´monstration. Soit x ∈ Hω, d’apre`s le the´ore`me 4 la sous-alge`bre K 〈x〉 est de mutation, il
existe donc un endomorphisme M de K 〈x〉 tel que pour tout z ∈ K 〈x〉 on a z2 = ω (z)M (z).
Or, pour tout k ≥ 1 on ve´rifie aise´ment que Mk (x) = 2k−1xk+1 −
∑k
i=2 2
i−2xi, xk+1 =[
1
2k−1
Mk +
∑k−1
i=1
1
2i
M i
]
(x) et x[k+1] = Mk (x) d’ou` le re´sultat. 
Interpre´tation ge´ne´tique. Ge´ne´tiquement ces relations signifient que dans une population
ve´rifiant la relation de re´tro-croisement, si x est la distribution des fre´quences des ge`nes dans la
ge´ne´ration parentale, la structure ge´ne´tique du k-ie`me re´trocroisement donne´e par xk+1 est une
moyenne des distributions des ge´ne´rations F1, . . . , Fk et la distribution de la ge´ne´ration Fk est
connue si l’on connaˆıt celles des distributions des k premiers re´trocroisements.
43. Alge`bres de re´trocroisement et alge`bres ω-polynomiales
Comme on l’a remarque´ dans [10] les alge`bres de re´trocroisement sont ubiquistes. En effet,
comme le montre le re´sultat qui suit, on en trouve dans toute alge`bre ponde´re´e ve´rifiant une
identite´ polynomiale.
Proposition 6. Pour tout f ∈ K 〈X〉 tel que f =
∑m
i=1 αifi avec m ≥ 2 et
∑m
i=1 αi = 0, il
existe une alge`bre de re´trocroisement qui ve´rifie f .
De´monstration. Dans [13] on a montre´ que pour tout polynoˆme non homoge`ne f ∈ K 〈X〉
il existe une alge`bre de mutation qui ve´rifie f . Ce re´sultat subsiste si f est homoge`ne, soit
f =
∑m
i=1 αifi ∈ K 〈X〉 un polynoˆme homoge`ne tel que
∑m
i=1 αi = 0. Comme f est homoge`ne
et m ≥ 2 on a degf ≥ 4. Si (V,M,ω) est une alge`bre de mutation, pour x ∈ Hω et tout entier
p, q ≥ 1 on a
x[p+1] =Mp (x) , xp+1 =
[
1
2p−1
Mp +
p−1∑
k=1
1
2k
Mk
]
(x) ,(2)
Mp (x)M q (x) =
1
2
[
Mp+1 (x) +M q+1 (x)
]
,(3)
en utilisant ces relations, il existe β1, . . . , βn ∈ K tels que f (x) =
∑n
k=1 βkM
k (x) ou` n ≤ m.
On a deux cas.
– Si βk = 0 pour tout 1 ≤ k ≤ n (voir par exemple f (X) = X
3X3 −
(
X2X2
)
X2), dans ce
cas on conside`re l’espace V = Kn, les endomorphismes M et η de´finis sur la base canonique
(v0, . . . , vn−1) de V par M (vi) = vi+1 si i < n − 1, M (vn−1) = v0 et η (vi) = 1 pour tout
0 ≤ i < n, il est clair que (V,M, η) est une alge`bre de mutation ve´rifiant l’identite´ f .
– Si β1, . . . , βn ∈ K ne sont pas tous nuls, de degf ≥ 4 il re´sulte n ≥ 2 et βn 6= 0, de∑m
i=1 αi = 0 il de´coule
∑n
k=1 βk = 0. Si l’on pose P (X) =
∑n
k=1 β
−1
n βkX
k on peut e´crire
l’identite´ f sous la forme f (x) = βnP (M) (x). Alors, en prenant V = K
n et M de´finie sur la
base canonique (v0, . . . , vn−1) de V par la matrice compagnon du polynoˆme P , on munit V de la
ponde´ration η (vn−1) = 1 et ker η = K 〈v0, . . . , vn−2〉, alors de M (vk) = vk+1 pour 0 ≤ k ≤ n−1
et M (vn−1) =
∑n−2
k=1 β
−1
n βkvk on a η ◦M = η. Avec tout ceci on montre sans peine que l’alge`bre
de mutation (V,M, η) ve´rifie f .
Dans les deux cas il existe une alge`bre de mutation ve´rifiant l’identite´ f , or une alge`bre de
mutation est de re´trocroisement. 
Proposition 7. Soient (A,ω) une alge`bre de re´trocroisement et x ∈ Hω, alors pour tout f ,
g ∈ K 〈X〉 tels que f (x), g (x) ∈ kerω on a f (x) g (x) = 0.
De´monstration. Soit x ∈ Hω, pour tout f , g ∈ K 〈X〉 on a f (x), g (x) ∈ K 〈x〉, alors en
utilisant la structure d’alge`bre de mutation de K 〈x〉, si on a f (x), g (x) ∈ kerω on a aussitoˆt
que f (x) g (x) = 0. 
Interpre´tation ge´ne´tique. En particulier, pour f (X) = g (X) = X [i] −X [j] ou` i, j ≥ 1 on
a : (
x[i] − x[j]
)2
= 0,∀x ∈ Hω.
Ce re´sultat a une interpre´tation ge´ne´tique surprenante : si dans une population la structure
ge´ne´tique de la ge´ne´ration parentale P (note´e aussi F0) ve´rifie la relation de re´trocroisement,
5c’est-a`-dire que la distribution des fre´quences des ge`nes dans la population obtenue par re´trocroisement
de la F1 avec P est la moyenne des distributions de fre´quences des ge´ne´rations F1 et F2, alors
cette relation est ve´rifie´e quelles que soient les ge´ne´rations Fi−1 et Fj−1 conside´re´es. Formelle-
ment on a Fi−1 × Fj−1 =
1
2 (Fi + Fj) pour tout i, j ≥ 1.
De plus dans toute alge`bre de re´trocroisement on a :
The´ore`me 8. Soient (A,ω) une alge`bre de re´trocroisement de dimension finie et S une partie
au plus de´nombrable de K 〈X〉 telle que card (S) ≥ dimA. Alors pour tout x ∈ Hω il existe
f ∈ Lin (S) tel que l’alge`bre K 〈x〉 ve´rifie f .
De´monstration. Soient (A,ω) une alge`bre de re´trocroisement de dimension finie et S = {fk ∈ K 〈X〉 ; k ≥ 1}.
Soit x ∈ Hω, d’apre`s le the´ore`me 4 la sous-alge`bre K 〈x〉 est de mutation, il existe donc un en-
domorphisme M de K 〈x〉 tel que pour tout z ∈ K 〈x〉 on a z2 = ω (z)M (z). En utilisant les
relations (2) on peut associer a` chaque fk un polynoˆme µk ∈ K [X] tel que fk (y) = µk (M) (y)
pour tout y ∈ K 〈x〉 ∩ Hω. Soit µM le polynoˆme minimal de M et notons µ˜k le reste de µk
modulo µM . On a trois possibilite´s :
– s’il existe k ≥ 1 tel que µ˜k = 0 on a fk (y) = µk (My) = µ˜k (My) = 0 pour tout y ∈ K 〈x〉,
donc K 〈x〉 ve´rifie l’identite´ fk.
Si on a µ˜k 6= 0 quel que soit k ≥ 1, on a deux cas :
– ou bien il existe k 6= l tel que µ˜k = µ˜l alors (fk − fl) (y) = (µk − µl) (My) = (µ˜k − µ˜l) (My) =
0 et dans ce cas K 〈x〉 ve´rifie l’identite´ fk − fl.
– ou bien pour tout k 6= l on a µ˜k 6= µ˜l et dans ce cas la famille {µ˜k; k ≥ 1} est lie´. En effet
pour tout k ≥ 1 on a degµ˜k < degµM ≤ dimA, donc le sous-espace engendre´ par {µ˜k; k ≥ 1} est
de dimension finie ≤ dimA, mais l’ensemble {µ˜k; k ≥ 1} ayant pour cardinal card (S) ≥ dimA
on a donc {µ˜k; k ≥ 1} lie´. Il existe donc des entiers (ki)1≤i≤m et (λki)1≤i≤m ∈ K
m tels que
λki 6= 0 pour 1 ≤ i ≤ m et
∑m
i=1 λkiµ˜ki = 0. Alors pour tout y ∈ K 〈x〉 on a
m∑
i=1
λkifki (y) =
m∑
i=1
λkiµki (My) =
(
m∑
i=1
λki µ˜ki
)
(My) = 0
c’est-a`-dire que la sous-alge`bre K 〈x〉 ve´rifie l’identite´
∑m
i=1 λkifki . 
Interpre´tation ge´ne´tique. En particulier pour S =
{
X [k]; k ≥ 1
}
, il de´coule de ce re´sultat
que dans une population dont un type ge´ne´tique est associe´ a` une alge`bre de re´trocroisement, il
existe une ge´ne´ration Fn a` partir de laquelle les structures ge´ne´tiques des ge´ne´rations Fk (k > n)
sont moyennes des distributions des ge´ne´rations F0, . . . , Fn.
4. Re´trocroisement et existence d’un idempotent pour les alge`bres
ω-polynomiales
La notion d’idempotent joue un roˆle important dans l’e´tude des alge`bres non associatives.
Dans les alge`bres de re´trocroisement l’existence d’un idempotent n’est pas certaine, c’est-a`-dire
qu’il en existe avec et d’autre sans, en effet dans [8] on a des exemples d’alge`bres de mutation
qui ont cette proprie´te´. Ne´anmoins il est facile de voir qu’une alge`bre de re´trocroisement (A,ω)
admet un idempotent si et seulement si il existe x ∈ Hω tel que x
3 = x2.
Dans [1] et [2], les auteurs donnent des conditions d’existence d’un idempotent pour les
alge`bres qui sont a` la fois train ple´nie`res et de re´trocroisement. Dans ce qui suit nous allons
e´tendre ces re´sultats aux alge`bres ve´rifiant des identite´s polynomiales non homoge`nes, pour cela
6nous aurons besoin de la notion suivante introduite dans [13]. A chaque identite´ non homoge`ne
f ∈ K 〈X〉 ve´rifie´e par une alge`bre (A,ω) on associe un polynoˆme ϑf ∈ K [X]. On a donne´ deux
constructions de ce polynoˆme, dans ce qui suit on de´crit celle utilisant les alge`bres de mutation.
Etant donne´ f ∈ K 〈X〉, il existe une alge`bre de mutation (V,M, η) qui ve´rifie l’identite´ f et sur
Hη l’identite´ f (x) = 0 s’e´crit D (M) (x) = 0 avec D ∈ K [X] et on pose ϑf (X) = D (2X). On
a conjecture´ que si ϑ′f
(
1
2
)
6= 0 alors l’alge`bre A a au moins un idempotent.
Exemple 9. Une alge`bre (A,ω) est train principale de degre´ n ≥ 2 si elle ve´rifie une identite´
du type f (X) = Xn −
∑n−1
k=1 αkX
k, en prenant T ∈ K [X] tel que f (X) = XT (X), ceci est
e´quivalent a` T (Lx) (x) = 0 pour tout x ∈ Hω, ou` Lx : A → A, y 7→ xy, ce polynoˆme T est
appele´ le train polynoˆme principal de A.
Soit (A,ω) une train alge`bre de degre´ n + 1 ve´rifiant pour tout x ∈ Hω : f (x) = x
n+1 −∑n
k=1 αkx
k = 0 avec
∑n
k=1 αk = 1. Dans une alge`bre de mutation (V,M, η) on a x
k =
(
1
2k−2
Mk−1 +
∑k−2
i=1
1
2i
M i
)
(x)
pour tout x ∈ Hη et tout entier k ≥ 2, avec ceci l’identite´ f (x) = 0 s’e´crit[
1
2n−1
Mn +
n−1∑
i=1
1
2i
M i −
n−1∑
k=2
αk
(
1
2k−2
Mk−1 +
k−2∑
i=1
1
2i
M i
)
− α1id
]
(x) = 0,
d’ou`
ϑf (X) = 2X
n +
n−1∑
i=1
Xi −
n−1∑
k=2
αk
(
2Xk−1 +
k−2∑
i=1
Xi
)
− α1.
Et en utilisant 2p
(
1
2
)p−1
+
∑p−1
i=1 i
(
1
2
)i−1
= 4 − 4
(
1
2
)p
et
∑n
k=1 αk = 1, on obtient ϑ
′
f
(
1
2
)
=
−4T
(
1
2
)
ou` T est le polynoˆme de´fini par f (X) = XT (X) et appele´ le train polynoˆme principal
de A.
Proposition 10. Soit (A,ω) une train alge`bre principale de degre´ n+1 ≥ 2. S’il existe x ∈ Hω
tel que la sous-alge`bre K 〈x〉 soit de re´trocroisement de dimension n et si 12 n’est pas train racine
de A, alors A posse`de un idempotent.
De´monstration. Soit (A,ω) une train alge`bre de polynoˆme principal T ∈ K [X] tel que deg (T ) =
n ≥ 1 et T
(
1
2
)
6= 0. On suppose qu’il existe x ∈ Hω tel que la sous-alge`bre K 〈x〉 soit de
re´trocroisement de dimension n. Le cas n = 1 e´tant trivial, on suppose de´sormais que n ≥ 2.
L’alge`bre K 〈x〉 est ponde´re´e par ω en tant que sous-alge`bre de A, et d’apre`s la proposition 2,
en tant qu’alge`bre de re´trocroisement K 〈x〉 est aussi ponde´re´e par ω.
D’apre`s le lemme 3, la famille (pk)k≥1 ou` pk = x
k − xk−1 est ge´ne´ratrice de K 〈x〉, qui est
par hypothe`se de dimension n, donc (pk)1≤k≤n est une base de K 〈x〉. Soit T (X) = X
n −∑n
i=1 αiX
i−1 avec
∑n
i=1 α1 = 1, on a
T (X) = (X − 1)
(
Xn−1 −
n∑
k=1
(
n∑
i=k+1
αi − 1
)
Xk−1
)
.
Ensuite, de xk =
∑k
i=1 pi pour tout 1 ≤ k ≤ n et de T (Lx)x = 0 il re´sulte que pn+1 =∑n
k=2 (
∑n
i=k αi − 1) pk. Soit e = p1 +
∑n
i=2 λipi, l’identite´ e
2 = e se traduit par le syste`me
d’e´quations d’inconnues λ2, . . . , λn :
7{
−λ2 + 2 (
∑n
i=2 αi − 1)λn = 1
2λk−1 − λk + 2 (
∑n
i=k αi − 1)λn = 0 (3 ≤ k ≤ n)
dont le de´terminant ∆ est au facteur 2n−1 pre`s la valeur en 12 du polynoˆme caracte´risque de
la matrice compagnon de T (X)
X−1 , on a donc ∆ = −2
nT
(
1
2
)
6= 0, par conse´quent le syste`me
d’e´quations a une solution et il existe un idempotent dans K 〈x〉. 
On a vu dans [8] que dans toute train alge`bre ayant 12 pour train racine, l’existence d’un
idempotent n’est pas certaine.
La proposition ci-dessus est un cas particulier du the´ore`me suivant mais elle intervient dans
la de´monstration de celui-ci.
The´ore`me 11. Soit A une alge`bre ponde´re´e ve´rifiant une identite´ non homoge`ne f ∈ K 〈X〉 de
degre´ ≥ 2. S’il existe x ∈ Hω tel que la sous-alge`bre K 〈x〉 soit de re´trocroisement de dimension
deg (ϑf )− 1 et si ϑ
′
f
(
1
2
)
6= 0, alors A posse`de un idempotent.
De´monstration. Soient (A,ω) une alge`bre qui ve´rifie une identite´ non homoge`ne f ∈ K 〈X〉 de
degre´ n ≥ 2 telle que ϑ′f
(
1
2
)
6= 0. Si n = 2 il est imme´diat que A contient un idempotent, soit n ≥
3 et supposons qu’il existe x ∈ Hω tel queK 〈x〉 soit de re´trocroisement de dimension deg (ϑf )−1.
Par un raisonnement analogue a` celui de la proposition pre´ce´dente on a K 〈x〉 ponde´re´e par ω.
D’apre`s le the´ore`me 4, la sous-alge`bre K 〈x〉 est de mutation ponde´re´e par ω, il existe donc une
application line´aire M : K 〈x〉 → K 〈x〉 telle que yy′ = 12 [ω (y
′)M (y) + ω (y)M (y′)] pour tout
y, y′ ∈ K 〈x〉. Or, d’apre`s [13] il existe D ∈ K [X] tel que l’identite´ f = 0 s’e´crit D (M) =
0 sur Hω et on a ϑf (X) = D (2X), d’ou` deg (D) = deg (ϑf ). Or pour tout entier k ≥ 1
et tout y ∈ K 〈x〉 ∩ Hω on a M
k (y) = 2k−1yk+1 −
∑k
i=2 2
i−2yi, il en re´sulte que l’identite´
D (M) = 0 s’e´crit sur K 〈x〉 ∩Hω sous la forme d’une train identite´ aux puissances principales
g (y) = T (Ly) (y) = 0 avec T ∈ K [X], il s’ensuit d’apre`s [13] que l’on a D (2X) = ϑg (X)
par conse´quent ϑg (X) = ϑf (X) et deg (T ) = deg (ϑf ) − 1, or on a vu dans l’exemple (9) que
ϑ′g
(
1
2
)
= −4T
(
1
2
)
on a donc T
(
1
2
)
= −14ϑ
′
f
(
1
2
)
6= 0 ce qui entraˆıne d’apre`s la proposition
pre´ce´dente qu’il existe un idempotent dans K 〈x〉. 
Une alge`bre (A,ω) est train ple´nie`re de rang n ≥ 1 (ou de degre´ 2n) si elle ve´rifie une
identite´ du type f (X) = X [n+1] −
∑n
k=1 αkX
[k], en prenant P ∈ K [X] tel que P (X) = Xn −∑n
k=1 αkX
k−1, ceci est e´quivalent a` P (q) = 0 sur Hω, ou` q : A → A, x 7→ x
2, ce polynoˆme P
est appele´ le polynoˆme ple´nier de A.
Corollaire 12. Une alge`bre A train ple´nie`re de rang n ≥ 2, contient un idempotent s’il existe
x ∈ Hω tel que la sous-alge`bre K 〈x〉 soit de re´trocroisement de dimension n−1 et si 1 est racine
simple du train polynoˆme ple´nier de A.
De´monstration. Soient (A,ω) une alge`bre ve´rifiant f (X) = X [n+1] −
∑n
k=1 αkX
[k] et x ∈
Hω tel que K 〈x〉 soit de re´trocroisement de dimension n − 1. Dans l’alge`bre de mutation
(K 〈x〉 ,M, ω) on a y[k] = Mk−1 (y) pour tout y ∈ K 〈x〉 ∩ Hω, il en re´sulte que f (y) =(
Mn −
∑n
k=1 αkM
k−1
)
(y) d’ou` ϑf (X) = 2
nXn−
∑n
k=1 2
k−1αkX
k−1 et ϑ′f
(
1
2
)
= 2 (n−
∑n
k=2 (k − 1)αk) =
2P ′ (1) ou` P (X) = Xn −
∑n
k=1 αkX
k−1. On a donc ϑ′f
(
1
2
)
6= 0 si et seulement si P ′ (1) 6= 0.
Par conse´quent, si P ′ (1) 6= 0 d’apre`s le the´ore`me ci-dessus il existe un idempotent. 
8Si P ′ (1) = 0 on a vu dans [13] (proposition 4) que dans ce cas l’existence d’un idempotent
n’est pas certaine.
Remarque 13. Dans[1] le the´ore`me 2 et dans[2] les propositions 4, 5, 8 sont des cas tre`s
particuliers et des conse´quences imme´diates de ce re´sultat, car dans ces travaux les auteurs
supposent que les alge`bres e´tudie´es sont de re´trocroisement.
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